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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

Zum Simpson-Paradoxon 5.5

Voruberlegungen

Ziele und Inhalte:

o Die Schiiler sollen dem weit verbreiteten Vorurteil ,, Es gibt einfache Liigen, verdammte Liigen und
Statistiken* nicht hilflos ausgeliefert sein. Allerdings sollen sie wissen, dass sowohl Fehlinterpretationen
als auch Missbrauch von Datenmengen vorkommen.

e Die Schiiler verstehen, warum das Simpson-Paradoxon leicht zu Fehlinterpretationen fiihren oder auch
fiir solche missbraucht werden kann.

* Die Schiiler iiben, berechnete Prozentwerte zu bewerten tind eventuell auftauchende Ungereimtheiten
aufzulosen. Dabei bekommen sie Gelegenheit, ihre Einsi¢hten zu begriinden und gegebenenfalls auch
in Diskussionen zu vertreten.

o Die Schiiler vertiefen ihr Wissen iiber den Unterschiedzwischen gemeinen Briichen (bei denen es auf
den Nenner ankommt) und Bruchzahlen (ratiorialen Zahlen) wesentlich.

Zentrales Anliegen:

Das bewusste Wahrnehmen von Realitiit kann ein erster Schritt zum Verstehen sein. Dies diirfte be-
sonders intensiv stattfinden, wenn Unerwartetes wahrgenommen wird. Deshalb haben Paradoxien im
Mathematikunterricht ihren besonderen Wert. Das gilt allerdings nur dann, wenn die Auflosung der
Paradoxie fiir Schiiler nachvollziehbar ist. Das Simpson-Paradoxon kann diese Forderung erfiillen.
Statistische Erhebungen liefern Datenmengen, mit denen Prozentsitze berechnet werden konnen. Es
ist nicht immer einfach, diese so zu interpretieren, dass die Realitét erfasst wird und nicht Vorurteile
scheinbar gestiitzt werden.

Das griechische Wort paradox bedeutet ,,entgegen der Meinung bzw. Lehre®, es meint ,,scheinbar
widersinnig“. Eine gut begriindete Aussage steht unerwartet im Widerspruch zu einer anderen, die bis
dato deshalb fiir selbstverstdndlich gehalten wurde, weil sie dem gesunden Menschenverstand oder der
herrschenden Meinung zu entsprechen schien. Da sich der scheinbare Widerspruch bei einer genaueren
Analyse auflost, darf ein paradoxes Paar von Aussagen nicht mit zwei kontradiktorischen Aussagen ,,A*
und ,,Nicht-A“ verwechselt werden, die die Mathematik widerspruchsvoll machen wiirden (siehe dazu
die Bemerkung unter M25).

Auch fiir junge Schiiler durchschaubar ist das 1951 von dem Mathematiker Simpson analysierte und
nach ihm benannte Simpson-Paradoxon. Damals wurden der bei einem Aufnahmeverfahren einer
amerikanischen Universitdt anfallenden Datenmenge angeblich die folgenden kontradiktorischen Aus-
sagen entnommen: ,,Frauen werden benachteiligt.“ — ,,Frauen werden nicht benachteiligt.“

Es geht uns im Folgenden nicht um die an fiir sich berechtigte Frage, ob allein die berechneten Differen-
zen der Prozentsétze der Ablehnungen weiblicher Aufnahmeantrige ohne weitere Analyse des Aufnah-
meverfahrens als ausreichend angesehen werden konnen, um von Benachteiligung zu reden. Dies sei
dahingestellt. Hier geht es nur um die Uberraschung, dass es scheinbar moglich war, den Daten zwei
entgegengesetzte Aussagen zu entnehmen, ohne dabei die Daten zu verfédlschen oder einen Rechen-
fehler einzubauen.

Ein Schliissel zur Auflosung des Widerspruchs liegt in der Verwendung des Begriffs Frauen. Die Ge-
samtheit der Personen, die unter den Begriff Frauen fillt (der Umfang, die Extension dieses Begriffs) ist
in beiden Aussagen verschieden. Werden beide Aussagen zusammengefasst, handelt es sich also gar
nicht um eine unzuléssige Aussage ,,A und Nicht-A*, sondern um eine vollkommen andere Aussage ,,A
und Nicht-A*“ bei der in der Aussage ,,A“ und auch in der Aussage ,,A*“ zwar beide Male der Begriff
Frauen enthalten ist, dieser Begriff aber nicht das Gleiche bedeutet, da er nicht die gleiche Extension hat.
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5.5 Zum Simpson-Paradoxon

Voruberlegungen

Aus dem Datenmaterial werden, ausfiithrlich formuliert, tatsdchlich nur die beiden folgenden Aussagen
gewonnen: ,,.Beim gesamten Aufnahmeverfahren wurden von den Bewerbungen prozentual mehr
Frauen als Ménner abgelehnt.” ,,Beim Aufnahmeverfahren wurden von den Bewerbungen in allen be-
teiligten Fachbereichen jeweils prozentual weniger Frauen als Manner abgelehnt.“ Bei der ersten Aus-
sage wird die Menge aller beim gesamten Aufnahmeverfahren beteiligten Frauen zugrunde gelegt. Die
zweite Aussage ergibt sich, wenn diese Menge in zwei Teilmengen zetlegt wird: Die Teilmengen unter-
werfen sich jeweils deutlich unterschiedlichen Verfahren. Dass.nicht nur geringfiigig unterschiedliche,
sondern sogar sich widersprechende Aussagen abgeleitet werden konnen, je nachdem, ob die gesamte
Menge oder die in Teilmengen zerlegte Menge statistiséhaintersucht wird, ist allerdings sehr iiberra-
schend und verdient es durchaus, paradox genannt Zu werden.

Es soll geklart werden, unter welchen Bedingungen solche paradox anmutenden Erscheinungen auftre-
ten konnen. Wird das Simpson-Paradoxondnissbraucht, dann besteht die Unwahrheit nicht darin, dass
etwas Falsches gesagt wird, sondern darin, dass das Ergebnis einer Untersuchung verkiirzt formuliert
wird. Die volle Wahrheit wird nicht s¢hon dann mitgeteilt, wenn keine Unwahrheit behauptet wird, son-
dern erst dann, wenn iiberdies nichts verschwiegen wird. Eine alltigliche Erfahrung kann sein, dass bei
Diskussionen eine Partei zur Unterstiitzung der eigenen Position auf das Ergebnis einer statistischen
Untersuchung verweist und die Gegenpartei auf das kontradiktorische Ergebnis einer ihr bekannten
anderen statistischen Untersuchung. Wird beides von den Beteiligten stillschweigend akzeptiert, erhebt
sich der Verdacht, das eigentliche Ziel der Veranstaltung bestehe nicht darin, die Sache zu kldren, son-
dern keinem Beteiligten zu nahe zu treten. Die Kontrahenten konnen durchaus aufgefordert werden,
Details der von ihnen ins Feld gefithrten Untersuchungen zu nennen, die einem kundigen Beobachter
zumindest Anhaltspunkte dafiir liefern, ob die jeweils zitierte Untersuchung iiberhaupt ein geeignetes
Hilfsmittel sein kann, das behauptete Ergebnis zu stiitzen.

Mathematikunterricht darf sich nicht auf das Rechnen beschrinken, sondern muss iiberdies dazu an-
leiten, ermittelte Rechenergebnisse zu priifen und gegebenenfalls kritisch zu interpretieren. Dadurch
kann Mathematikunterricht dazu verhelfen, sich in der Welt besser zurechtzufinden. Unterricht, der
wesentlicher wird, wird im Allgemeinen auch etwas schwieriger. Kénnen sich Lernende tieferes Wissen
aneignen und dieses in Diskussionsbeitragen erfolgreich einbringen, diirfte Freude aufkommen und das
Zutrauen in eigene Fihigkeiten nachhaltig gestdrkt werden. Interpretationen von Datenmengen miis-
sen beim Simpson-Paradoxon nicht entweder wahr oder falsch sein, sie konnen durchaus konsensféhig
oder eben nicht vertretbar sein. Ziel dieser Arbeitsblitter ist es, dass sich Schiiler das Verstiindnis fiir ein
wichtiges statistisches Paradoxon so einfach wie moglich erarbeiten konnen — aber auch nicht einfacher!

Einordnung:

Ublicherweise kommt im Mathematikunterricht das Simpson-Paradoxon allenfalls bei der Statistik in
der Sekundarstufe II vor. Dies ist keinesfalls zwingend, denn an rechnerischem Kdnnen muss nur etwas
Bruchrechnung und die Berechnung von Prozentwerten gefordert werden. Daher wird bei den vorlie-
genden Arbeitsbléttern auf Wahrscheinlichkeiten ganz verzichtet. Dieses Material méchte und kann das
Prozentrechnen bereichern und geht dabei vermutlich ein wenig iiber das Ubliche hinaus. Hier kann
auch der Unterschied zwischen einer Bruchzahl (rationalen Zahl) und einem gemeinen Bruch iiber-
zeugend herausgearbeitet werden. Die Art, wie aus der Diskussion des Simpson-Paradoxons heraus ein
anderer Blick auf Briiche gewonnen wird, kann die Schiiler Mathematik real erleben lassen. Sie er-
leben, wie in der Mathematik neue Wege entstehen.

Allerdings sollte die Entwicklung der Kinder so weit fortgeschritten sein, dass Analysieren, Begriinden
und Argumentieren geiibt werden konnen. Die Beispiele stammen aus dem Erfahrungsbereich der Kin-
der, sodass sie in der Lage sein werden, begriindet zu entscheiden, welche der beiden sich gegenseitig
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Zum Simpson-Paradoxon 55
Voruberlegungen
ausschlieBenden Interpretationen einer Datenmenge jeweils vertretbar ist. Da es hier keine allgemein-
giiltige Regel gibt und es stets auf den Einzelfall ankommt, handelt es sich jeweils um eine herausfor-
dernde Aufgabe, die aber 16sbar ist.
Das vorliegende Material kann unterschiedlich eingesetzt werden4Einzelne Arbeitsblidtter konnen den
Unterricht bei der Prozentrechnung bereichern. Es kann auch ein det Lerngruppe angemessener Lehr-
gang zum Simpson-Paradoxon zusammengestellt werden. Dabei iStrhit dem angebotenen Material jede
gewiinschte sinnvolle Vertiefung erreichbar. Ein solcher Lehrgang gibt den Schiilern auf dem aktuell
verstédrkt geforderten Gebiet Daten und Zufall einen wesentlichen und lebensrelevanten Einblick mit.
Die einzelnen Unterrichtsschritte im Uberblick:
1. Schritt: Paradoxe Aussagen
2. Schritt: Zur Einfithrung
3. Schritt: Das Simpson-Paradoxon
4. Schritt: Ein Streitgesprich
5. Schritt: Mathematische Durchdringung
6. Schritt: Wir planen eine Tduschung
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Zum Simpson-Paradoxon 5.5

Unterrichtsplanung

1. Schritt: Paradoxe Aussagen

Begriffe haben einen Umfang, eine Extension, sie erfassen die Gesamtheit der Objekte, die unter diese
Bezeichnung fallen. Unbedingt beachtet werden soll, dass ein Begriff nicht in jeder Aussage die gleiche
Menge von Objekten erfassen muss. Mancherlei scheinbare Widerspriiche 16sen sich auf, wenn die ent-
haltenen Begriffe bestimmt sind, wenn genau geklért ist, was jeweils gemeint ist. Dieses Wissen ist an
sich niitzlich und ein wesentlicher Schritt auf dem Weg, das Simpson<Paradoxon zu verstehen. (Arbeits-
blatt siche M1, Losung siche M2)

2. Schritt: Zur Einfihrung

Die Schiiler erhalten Textaufgaben mit t€ilweise erstaunlichen (paradoxen) Ergebnissen. Es wird deut-
lich, dass es Situationen gibt, in deneni\Rechenergebnisse durchaus dem gesunden Menschenverstand zu
widersprechen scheinen. (Arbeitsblitter siche M3 und M4, Losungen siche M5 und M6)

3. Schritt: Das Simpson-Paradoxon

Ein verwundertes Kopfschiitteln der Schiiler iiber ihre Rechenergebnisse soll nicht das Ende, sondern
der Anfang eines Mathematikunterrichts sein, in dem verstanden wird, wie paradoxe Ergebnisse zu-
stande kommen konnen. Zugrunde liegt jeweils eine Datenmenge. Um daraus kennzeichnende Grof3en
zu gewinnen, wird eine Auswahl oder Zusammenfassung von Daten vorgenommen. Dies geschieht beim
Simpson-Paradoxon jeweils auf zweierlei Weise. Obwohl weder Daten gefélscht noch Rechenfehler ein-
gebaut werden, konnen sich dabei unterschiedliche Interpretationen der ermittelten Daten ergeben.
Dann sollte entschieden werden, welche Aussage der Situation angemessen genannt werden kann.
(Arbeitsblitter siche M7 und M9, Losungen siche M8 und M10)

4. Schritt: Ein Streitgesprach

Ein erstes Verstdndnis des Simpson-Paradoxons kann von Schiilern in einem vor der Klasse gefiihrten
Streitgespréch vertieft werden. Die zugrunde liegende Situation lehnt sich der historischen Situation an,
die den Mathematiker Simpson veranlasst hat, das spiter nach ihm benannte Paradoxon zu analysieren.
Durch fehlerfreie Rechnungen, aber eine unterschiedliche Auswahl der Daten entstehen zwei sich
scheinbar widersprechende Aussagen. Keine dieser Aussagen kann vollkommen falsch genannt werden.
Allerdings muss entschieden werden, welche Aussage vertretbar (konsensfihig) ist. Diese Entscheidung
kann von der Klasse nach einer Diskussion durch eine Abstimmung angemessen getroffen werden.
(Arbeitsblitter siche M11 bis M13)

5. Schritt: Mathematische Durchdringung

Nun soll das Verstédndnis vertieft werden. Dazu werden zwei Wege angeboten. Rechnerische Argumente
zeigen, dass eine Darstellung der Anteile mithilfe von Prozentwerten die Situation verschleiern kann.
Es bringt Vorteile, keine Bruchzahlen zugrunde zu legen, sondern Briiche, bei denen es auf die Nenner
ankommt. (Arbeitsblatt siche M14)
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