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Voruberlegungen

Ziele und Inhalte:

® Das geometrische Vorstellungsvermdgen der Schiiler soll geschult werden.

o Die Schiiler machen selbststindig Erfahrungen mit mathematischer Forschung.

o Sie lernen Symmetrieeigenschaften von verschiedenen Parkettierungen der Ebene kennen. Dabei wer-
den auch komplexere Symmetrieeigenschaften erfahren, wie z.B.: Durch Firben einer Zerlegung erhilt
man hochstens einen Drehpunkt oder unendlich viele.

Zentrales Anliegen:

In der vorgestellten Unterrichtseinheit geht€s methodisch primér darum, dass die Schiiler selbst mathe-
matisch forschend titig sind. Diese offene.Phase wird im 4. Unterrichtsschritt beschrieben. Vorbereitend
miissen die Schiiler mit mathematischem ,,Werkzeug* ausgestattet werden, was in den Schritten 1 bis 3
geschieht. Dort wiederholen und lernen die’Schiiler, was Zerlegungen (Parkettierungen) der Ebene
sind, wie man in Zerlegungen spiegeln.und drehen kann und sie wiederholen die verschiedenen Vier-
eckstypen.

In der offenen Lernumgebung lernen die Schiiler, neben den mathematischen Inhalten, selbst als
Forscher tétig zu sein: Ausgehend von vorgegebenen Fragestellungen sollen die Schiiler angeregt wer-
den, selbst Fragen zu stellen und Vermutungen zu formulieren. Hypothesen werden durch gezieltes
Ausprobieren und mithilfe selbst entwickelter Strategien tiberpriift und weiterentwickelt. Verschiedene
Vorgehensweisen und Strategien zur Problemlosung sollen gemeinsam reflektiert werden.

Der Lehrer steht den Schiilern in dieser eigentlichen Phase als Berater zur Seite. Er kann Hinweise und
Anregungen zum Weiterdenken geben, Verstdndnisfragen kldren und bereits geloste Probleme wiirdi-
gen. Am Schluss der Einheit bietet sich eine Préasentation der Schiilerergebnisse an.

Da die Inhalte dieses Unterrichtsprojekts, Zerlegungen der euklidischen Ebene und Firbungen dieser
Zerlegungen, nicht zum Standardschulstoff der Sekundarstufe I gehoren, soll hier ein kurzer Uberblick
fir die Lehrkraft gegeben werden.

Uberblick:

Unter einer Zerlegung versteht man eine vollstindige Uberdeckung der Ebene mit Parkettsteinen,
sodass die einzelnen Kacheln sich nicht iiberlappen. Wenn alle Kacheln die gleiche Form und die gleiche
GroBe haben, also kongruent sind, spricht man von einer monohedralen Zerlegung. Viele Beispielzerle-
gungen findet man in [1]. Wir beschranken uns in diesem Unterrichtsvorschlag auf fiinf verschiedene
monohedrale Zerlegungen, die Sie im Anhang finden; die von uns sogenannte Quadratzerlegung, die
Dreieckszerlegung, die Rautenzerlegung, die Sechseckszerlegung und die Parkettzerlegung (M8 bis
M12). Selbstverstiandlich ist es auch moglich, den Schiilern weitere oder andere Zerlegungen zur Ver-
fligung zu stellen.

Bei einer Firbung einer Zerlegung wird jeder Kachel eine Farbe zugeordnet. Das bedeutet nichts ande-
res, als dass manche Kacheln mit einer Farbe angemalt werden, andere Kacheln bleiben weil3. Ein n-Eck
in einer Zerlegung zu firben heif3t, dass n Kacheln gefarbt werden und man deren Mittelpunkte so
verbindet, dass ein n-Eck entsteht.
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Voruberlegungen

Eine Symmetrie einer Zerlegung ist eine Abbildung der Ebene auf sich, die die Zerlegung mit sich zur
Deckung bringt. Wir betrachten speziell Spiegelungen und Drehungen der Ebene. Symmetrien von ge-
firbten Zerlegungen miissen dementsprechend die Zerlegung auf sich und gefdrbte Kacheln derselben
Farbe aufeinander abbilden. Fiir experimentelles Arbeiten mit den Zerlegungen, wie wir es hier vor-
schlagen, eignen sich am besten solche Zerlegungen, die méglichst viele Symmetrien zulassen. Die Bei-
spielzerlegungen lassen deshalb alle Translationen (Verschiebungen),in zwei Richtungen, Spiegelungen
und Drehungen zu. Zusétzlich findet man auch Gleitspiegelungen,die wir aber im Unterricht nicht an-
sprechen wiirden.

Inhaltliches Ziel der Einheit ist es nun, in Zerlegungen Muster, meist n-Ecke, zu firben und das auf ver-
schiedene Weisen. Wichtig scheint uns, dass man als'Lehrperson selbst experimentierend tétig wird. Man
sollte vor dem Unterricht selbst versucht haben, etwa die verschiedenen Viereckstypen in einer Zerle-
gung zu finden. Kann man beispielsweise einie Raute nur auf eine Weise in die Quadratzerlegung ein-
zeichnen oder kann man sie auch so einzeichnen, dass sie keine Spiegelungen mehr zuldsst?

Mehr nachlesen zu diesem Thema kann'man in [2] oder [3]. In [4] geht es mehr um die algebraische
Seite von Zerlegungen. Speziell wirddort das Erzeugen von Mustern aus vorgegebenen Symmetrien
mathematisch prézise beschrieben. In [5] werden durch Spiegelungen Figuren erzeugt. [1] ist das fach-
lich umfangreichste und vollstandigste Werk zu Zerlegungen der Ebene, richtet sich aber an Mathe-
matiker.

Einordnung:

Das Thema kann in den verschiedensten Jahrgangsstufen unterrichtet werden. Bereits in der Grund-
schule konnen in Parkettierungen Vierecke gefarbt und auf Symmetrien untersucht werden. Es lassen
sich auf diesem Niveau schon mit Spiegelachsen und einigen gefidrbten Kacheln Muster erzeugen.

In der 6. Klasse, wenn Schiiler Winkel kennengelernt haben, lassen sich Drehungen préziser beschrei-
ben. Ist der Satz von Pythagoras in der 8. oder 9. Klasse bereits behandelt, kann man in verschiedenen
Zerlegungen argumentieren, warum gewisse Strecken gleich oder verschieden lang sind. Sind reelle
Zahlen behandelt worden, so lisst sich begriinden, dass Hohe und Kante im gleichseitigen Dreieck
inkommensurabel sind. Deswegen lassen sich gewisse Figuren in Zerlegungen nicht finden.
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Voruberlegungen

Die einzelnen Unterrichtsschritte im Uberblick:

Vorbereitende Unterrichtsschritte:
1. Schritt: Spiegelungen

2.Schritt: Drehungen

3. Schritt: Vierecke

Diese ersten drei Schritte dienen dazu, Grundlagen aufzufrischen"und neu zu vermitteln, die fiir die
offene Lernumgebung notwendig sind. Methodisch kénnen‘diese drei Schritte individuell gestaltet
werden. Wenn die Klasse die Voraussetzungen bereitsitbringt, konnen einzelne Schritte davon auch
weggelassen werden.

4.Schritt: Offene Lernumgebung
Teilbereiche:
e Vierecke und Dreiecke
e Vielecke
¢ unendliche Farbungen
e durch Spiegelungen Muster erzeugen
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Unterrichtsplanung

1. Schritt: Spiegelungen

Spiegelungen sind den Schiilern in der Regel schon aus dem Unterricht der Grundschule bekannt. In
diesem 1. Schritt geht es darum, die Achsenspiegelung speziell an gefiarbten Zerlegungen zu wieder-
holen. Wir schlagen folgende drei Aufgabentypen vor:

a) Invorgegebene Figuren Spiegelachsen einzeichnen (siche.Arbeitsblatt 1, M1).
Auf Arbeitsblatt 1 sind dazu Beispielfiguren vorgegeben. Den Schiilern sollte deutlich werden, dass
durch eine Spiegelung sowohl gefiarbte Kacheln auf gefarbte Kacheln, als auch die Zerlegung auf
sich abgebildet werden muss. Es ist sinnvoll, auch/Bgispiele zu behandeln, bei denen die Symmetrien
der Figur nicht den Symmetrien der Zerlegung entsprechen (wie auf Arbeitsblatt 1 links unten zu
sehen).

b) Vorgegebene Teilfiguren durch Achsenspiegelung ergénzen (siche Arbeitsblatt 2, M2).
Wenn nur eine Spiegelachse und eine Teilfigur vorgegeben sind, sollte es den Schiilern relativ leicht
fallen, das Muster durch Achsenspiegeling zu ergédnzen. Es sollte jedoch auch die Spiegelung an
mehreren Achsen geiibt werden, wie es auf Arbeitsblatt 2 vorgeschlagen ist.

¢) Zuvorgegebenen Spiegelachsen selbst Muster erfinden (siche Arbeitsblatt 2, M2).
Der Schwierigkeitsgrad der Aufgaben kann von den Schiilern selbst verdndert werden, je nachdem,
wie viele Kacheln in welcher Anordnung geférbt werden. Nehmen sich die Schiiler hier zu Schwieri-
ges vor, kann die Lehrkraft leichtere Farbungen vorschlagen.
Eine Schiilerin einer 4. Klasse hat zu den drei vorgegebenen Spiegelachsen das Muster in der folgen-
den Abbildung erstellt.
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2. Schritt: Drehungen

Drehungen sind den Schiilern aus dem bisherigen Unterricht moglicherweise noch nicht bekannt. Je
nachdem, in welcher Klassenstufe der Unterricht stattfinden soll, gibt es verschiedene Moglichkeiten,
iiber Drehungen zu sprechen.

In unteren Klassenstufen, und wenn Winkel noch nicht behandelt wurden, bietet es sich an, nur davon
zu sprechen, wie oft man drehen kann, bis man wieder in der Ausgangssituation angelangt ist. Nach
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