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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

Uber wundersame Verinderungen von Flicheninhalten 4.5

Voruberlegungen

Ziele und Inhalte:

e Die Schiiler beobachten ein geometrisches Zauberkunststiick, nehmen Uberraschendes wahr und kon-
nen zuerst nur staunen. Nach einigem Nachdenken gibt ihnen ihr geometrisches Wissen die Sicherheit,
dass eine Tduschung vorliegen muss. Unverzagt konnen sich Schiiler gemeinschaftlich oder einzeln um
eine Kldrung bemiihen. Dabei erfahren sie, dass aus dem Unterrichthbekannte einfache geometrische
Aussagen ausreichen, den Zaubertrick so aufzudecken, dass.keine Zweifel bleiben.

e Die Schiiler sind danach in der Lage, eine ihnen bekannte Zaubérei auch vor Eltern erfolgreich durch-
zufiihren und bei Bedarf die Situation mit geometrischen Argumenten zu kliren.

o FEinigen Schiilern wird es gelingen, kreativ weitere géeignete Figuren zu entwickeln und eine eigene ma-
gische Schau erfolgreich zu prisentieren.

Zentrales Anliegen:

In der Unterhaltungsmathematik sindumathematische Zauberkunststiicke bekannt. Dazu gehoren auch
wundersame Verdnderungen von Flacheninhalten. Dabei handelt es sich um geometrische Experi-
mente, die auch Schiiler ohne grof3e Miihe einem kleinen Kreis vorfithren konnen — bei sorgféltiger Vor-
bereitung konnen sie in groBerem Rahmen erfolgreich demonstriert werden. Bei geometrischen Zaube-
reien ist es vorteilhaft, dass die paradoxen Ergebnisse nicht nur kurzzeitig wahrnehmbar sind, sondern
beliebig lange fiir jeden sichtbar herausfordernd vorliegen.

Zuerst wird eine Figur vorgelegt. Diese kann auf Papier oder an die Tafel gezeichnet sein, sie darf auch
aus Karton ausgeschnitten oder aus Sperrholz ausgesidgt werden. Unverzichtbar ist, dass alle Zuschauer
iiberzeugt werden, den Fldcheninhalt der Figur miihelos berechnen zu konnen. Danach wird diese Aus-
gangsfigur graphisch zerlegt oder zerschnitten. Aus den Teilstiicken wird vor aller Augen eine neue
Figur zusammengesetzt. Alle Beobachter sind intuitiv davon iiberzeugt, dass beide Figuren den gleichen
Flacheninhalt haben miissen. Dazu bedarf es nicht einmal der geometrischen Begriindung, dass Bewe-
gungen nicht nur lingen- und winkeltreu, sondern auch fldchentreu sind. Doch wird Unerwartetes be-
obachtet! Der Zauberer scheint allein durch Zerlegen und neues Zusammensetzen Fldcheninhalte von
Fliachenstiicken verdndern zu kénnen. Viele Zuschauer sind verwirrt, staunen, sind sprachlos, aber
einige stellen auch Fragen, um das hinter dem Kunststiick stehende Geheimnis zu ergriinden. Solche
Fragen konnen mithilfe einfacher geometrischer Argumente von den Schiilern tiberzeugend beantwor-
tet werden. Voll verstanden ist so ein Zaubertrick gewiss von dem, der ihn nicht nur mit den vorgegebe-
nen, sondern mit selbst entwickelten Figuren vorfithren und angemessen besprechen kann. Was zuerst
als unergriindlich rétselhafte Zauberei erscheint, kann fiir viele Schiiler nach elementaren geometri-
schen Analysen zum heiteren Hokuspokus werden. Ein Hokuspokus ist etwas, bei dem hinter viel duf3e-
rem Aufwand nichts weiter steckt — allerdings soll und kann er mit viel Freude prisentiert werden.
Freude ist allerdings mehr als SpaB, sie ist verdienter Lohn fiir individuelle Anstrengung.

Um eine solche Zauberei iiberhaupt durchfithren zu koénnen, muss eine geeignete Figur zur Verfiigung
stehen. Zauberlehrlinge werden einen ,,Meister der Zauberei® bitten, ihnen die vermutlich streng ge-
heimen Daten einer magischen Figur ausnahmsweise zu verraten. Haben sie geeignete Daten erfahren,
sind sie zufrieden, denn nun kann auch ihnen eine erfolgreiche Demonstration gelingen. Falls Zu-
schauer Erkldarungen fordern sollten, verweisen sie auf die strenge Verpflichtung zur Geheimhaltung
und auf die Autoritédt des Meisters — vermutlich hat dieser sein Geheimnis von einem &lteren Meister. Es
geniigt, die vom Meister mitgeteilten Daten zu wissen und geschickt umzusetzen — man muss nicht alles
durchschauen, um sein Handwerk angemessen ausfiihren zu konnen. Fiir Mathematikschiiler ist diese
Haltung allerdings keinesfalls akzeptabel. Sie wissen, dass hinter jeder magischen Flichenverwandlung
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Arbeitsmaterialien Sekundarstufe

4.5 Uber wundersame Veridnderungen von Flicheninhalten

Voruberlegungen

eine erfolgreiche TAuschung stecken muss. Uberdies erwarten sie, dass der Zaubertrick mithilfe geome-
trischer Aussagen von jedem durchschaut werden kann, der bereit ist, sich darum zu miithen. Da nur sehr
einfache, aus dem Unterricht bekannte Kenntnisse benotigt werden, kann dies auch gelingen.

Einordnung:

Der Rechtsanwalt William Bottcher hat an der amerikanischen/Unabhéngigkeitserkldrung aktiv mitge-
arbeitet. Dieser bedeutende Politiker beschrieb 1774 vermatlich als Erster eine wundersame Flichen-
verwandlung. Sie ist fiir ihn ein Beleg dafiir, dass menschliche Wahrnehmung getiuscht werden kann.
Der Titel seiner Schrift mag zum Nachdenken antegen, er nennt sie ,,Rationale Erholungen®. In der Tat
gab und gibt es immer wieder Menschen, die bel deriBeschiftigung mit Mathematik Erholung finden.
Die Lehrer konnen den Weg dazu ebnen — e§ gibtanannigfache geeignete kostliche Mathematik.

Wird mit kréftigen Linien auf karierte§ Papier gezeichnet, konnen solche Zaubereien erfolgreich einem
kleineren Kreis demonstriert werdeny Dabei wird ausgeniitzt, dass Beobachter geneigt sind, nahe bei
einem Gitterpunkt liegende Punkteirrtiimlich als Gitterpunkte wahrzunehmen. Danach konnen die
Zuschauer Langen miihelos wahrnehmen, ohne diese penibel nachmessen zu wollen. Die wahrgenom-
menen Daten sind so eingerichtet, dass die Flaicheninhalte im Kopf berechnet werden kénnen. Zur Vor-
fithrung vor einem groferen Kreis kann eine vorbereitete Kreidezeichnung Mittel der Wahl sein, denn
eine solche wird von Haus aus mit eher breiten Strichen angelegt. Eine geschickt angefertigte Freihand-
zeichnung kann in besonders delikaten Situationen das Mittel der Wahl sein. Welche Préasentationsform
auch immer gewéhlt wird, dem Publikum miissen Ungenauigkeiten verborgen werden. Dies erfordert
einen geiibten Magier.

Solche Zaubereien konnen im Mathematikunterricht an unterschiedlichen Stellen wertvoll werden. Es
sollen Beispiele genannt werden:

1. Mit einer entsprechenden Demonstration wird belegt, dass Zerlegungsbeweise sorgfiltig gepriift
werden miissen, um zu sicheren geometrischen Aussagen zu gelangen.

2. Die Lehrkraft kann eine Zauberei vorfithren und dazu auffordern, genau zu beobachten und im
Kopf mitzurechnen. Schon dies ist wertvoll. Dass Widerspriiche wahrgenommen werden, veranlasst
viele Schiiler nachzudenken und vielleicht sogar weiter zu forschen. Wer sich darauf einlésst, kann er-
folgreich sein und dabei mit Lust Geometrie treiben.

3. Der Mathematikunterricht kann mit interessanten Vorhaben in der Schule sichtbar gemacht werden.
Schiiler konnen solchen geometrischen Hokuspokus Mitschiilern, Schiilern anderer Klassen, aber
auch Eltern mit viel Spaf3 erfolgreich vorfiihren. Sind sie iiberdies in der Lage, den Zaubertrick zu er-
kldaren, werden sie Lob und Anerkennung erfahren. Sie erleben, dass mathematische Aussagen nicht
in Zweifel gezogen werden konnen und daher Sicherheit bei der Argumentation geben. Zu Recht
sind sie stolz, wenn sie sogar selbst entwickelte Figuren erfolgreich présentieren konnen.

Literatur:

¢ Euklid: Die Elemente, Wissenschaftliche Buchgesellschaft, Darmstadt 1973
¢ Gardner, Martin: Mathematik und Magie, Du Mont Buchverlag, Koln 1981
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Uber wundersame Verinderungen von Flicheninhalten 4.5

Voruberlegungen

Die einzelnen Unterrichtsschritte im Uberblick:

1.Schritt: Zerlegungsbeweise

2. Schritt: Michael zaubert

3. Schritt: Ein Zaubertrick

4.Schritt: Weitere Ausgangsfiguren

5. Schritt: Ein Schachbrett-Paradoxon fiir einen Elternabend
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Uber wundersame Veridnderungen von Flicheninhalten 4.5

Unterrichtsplanung

1. Schritt: Zerlegungsbeweise

Die folgenden Beispiele konnen nur dann als {iberraschend oder gar aufregend erlebt werden, wenn der
scheinbar verletzte, unbestreitbare geometrische Sachverhalt wirklich vertraut ist.

Schiiler sollen zwei historische Wege kennen, zu geometrischen Sitzen zu gelangen: Eine Methode ist,
eine suggestive Figur mit der schlichten Aufforderung ,,Sieh! Was stellst du fest?* vorzulegen. Die
Wahrnehmung wird dabei als hinreichend dafiir angesehen, zu geometrischen Aussagen zu gelangen.
Die andere Methode ist, eine an einer nicht besonders suggestivausgewéhlten Figur gewonnene vorlidu-
fige Vermutung sorgfiltig mithilfe geometrischer Sitze zu belegen. Dieses ,,griechische Beweisverfah-
ren“ ist zwar gelegentlich durchaus miihsam, aber unverzichtbar, so eine sichere Aussage gewonnen
werden soll. (M1 bis M3)

2. Schritt: Michael zaubert

Schiiler konnen ein Zauberstiick in kleinem oder auch grolerem Kreis vorfiihren. Falls die Strahlen-
sédtze noch nicht bekannt sind, wird hier zu einer ersten Kldrung nur Proportionalitit benétigt. Martin
Gardner hat 1956 entsprechende Figuren veroffentlicht. (M4 bis M6)

3. Schritt: Ein Zaubertrick

Hier wird ein Trick vorgestellt, der hinter einer unglaublichen Flachenverdnderung steckt. Dabei kann
die geometrische Situation von der Form der Priasentation abhidngen: Werden Figuren ausgeschnitten
oder wird die Zauberei graphisch demonstriert? Es kann Schiilern gelingen, beliebig viele geeignete
Figuren dieser Art selbst zu finden, angemessen zu bewerten und erfolgreich bei magischen Vorfiithrun-
gen einzusetzen. (M7 bis M14)

4. Schritt: Weitere Ausgangsfiguren

Ausgangsfiguren konnen mehr oder weniger raffiniert gewéahlt werden. Das ldsst viele kreative
Einfélle zu. Ein Beispiel leitet zu einem klassischen ,,Schachbrett-Paradoxon* iiber.
(M15 bis M16)

5. Schritt: Ein Schachbrett-Paradoxon fiir einen Elternabend

Dieses Paradoxon eignet sich, auch Eltern vorgefiihrt zu werden. Es ist aspektreich und beriihrt man-
nigfache Themen, tiber welche ergénzend und ausschmiickend referiert werden kann. Das griechische
Wort ,,paradox“ bedeutet ,,scheinbar widersinnig“. Eine gut begriindete Aussage steht unerwartet im
Widerspruch zu einer anderen, die bis dato deshalb fiir selbstverstdndlich gehalten wurde, weil sie dem
»gesunden Menschenverstand“ entsprach. Dieser scheinbare Widerspruch kann durch eine genauere
Analyse aufgelost werden. Der Mathematik-Zauberer Sam Loyd berichtete, er habe sein Schachbrett-
Paradoxon 1858 den staunenden Mitgliedern eines Schachkongresses vorgefiihrt. Bei der im Mathema-
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